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Introduccion historica

LLos mosaicos del siglo XX

Si bien el uso del mosaico aparece en todas las civilizaciones, como en Roma y
Grecia (por el uso intenso que se hace de ello en el arte griego también recibira el
nombre de grecas), hay una cultura en la que el mosaico geométrico adquiere su
mayor desarrollo. Estamos hablando de la cultura arabe en Espafia, principalmente
del reino nazari de Granada, donde este arte alcanza su mayor esplendor.

Una visita a los Reales Alcazares de Sevilla y, sobre todo,
La Alhambra de Granada nos llevara al maravilloso mundo
del mosaico.

Alli llego, en el siglo XX, un artista holandes llamado Maurits
Cornelis Escher (1898-1972) que, inspirandose en los mosaicos
de La Alhambra, realizd una gigantesca obra pictorica de
excelentes mosaicos. A diferencia de los mosaicos arabes,
Escher no utiliza sélo motivos geométricos sino que incorpora
figuras humanas y animales.




LLa geometria en la escuela

La ensefianza de la geometria se ha visto desplazada a un segundo plano
debido a la poca intensidad horaria y a la fusion con la aritmética o el algebra
dentro de la educacién, donde sélo tienen cabida el calculo de perimetros,
superficies y volimenes.

Afortunadamente, durante el transcurso de estos Ultimos
anos, se ha tomado conciencia del nivel formativo que
posee la geometria, ya que permite trabajar a partir de objetos
concretos, llegando a distintos niveles de conceptualizacion.
Los nifios toman posesion del espacio que los rodea, desde
edad temprana, a través de la orientacion, el analisis de la
forma, la busqueda de relaciones entre los objetos que
encuentran a su alrededor, mediante la experimentacién con
las formas y los movimientos en el espacio.




El Material En La Enseflanza-Aprendizaje De La Geometria

Si aceptamos el principio de Pere Puig Adam de que "‘para nuestros alumnos
de clases elementales lo concreto empieza por ser el mundo observable, lo que
impresiona directamente sus sentidos, y al mismo tiempo el que los invita a

actuar' entonces habremos de aceptar que el material puede jugar un papel
esencial en el mundo de la ensefianza matematica.

Bajo la palabra "material” se agrupan todos aquellos
objetos, aparatos 0 medios de comunicacion que pueden
ayudar a descubrir, entender o consolidar conceptos
fundamentales en las diversas fases del aprendizaje.




Justificacion:

"1Como me gustaria aprender a dibujar mejor! Hacerlo bien requiere tanto esfuerzo
y perseverancia... A veces los nervios me [levan al borde del delirio. S6lo es cuestion
de batallar sin descanso con una autocritica constante e implacable. Pienso que
crear mis grabados solo depende de querer realmente hacerlo bien. En su mayor
parte algunas cosas como el talento son naderias. Cualquier escolar con unas
pequefias aptitudes podria dibujar mejor que yo. Lo que normalmente falta es el

deseo incontenible de expresarse, apretando los dientes _———
con obstinacion y diciendo: ?=~
- Aungque sé que no puedo, sigo queriendo hacerlo.” l '

—

~ —

Maurits C. Escher




Objetivos:

« Reforzar los conocimientos basicos de geometria plana.
» Reconocer un mosaico Yy sus propiedades.

 Conocer los diferentes tipos de mosaicos.

« Identificar los tres Unicos mosaicos regulares.

« Potenciar la curiosidad y el interés por las formas geométricas de
nuestro entorno.

« Fomentar la participacion en clase y el trabajo en grupo.
« Construir mosaicos utilizando como recurso el programa Cabri.

» Conocer uno de los principales autores en el estudio y creacion de
MOsaicos como es M.C.Escher




Metodologia:

Conocimientos previos.

« Descripcion y propiedades elementales de las figuras planas.
« Traslaciones, giros y simetrias en el plano.

» Trabajo con cartulina en el desarrollo de los puntos
anteriores. (6t,4c.4p,4h; 5cm)




Construccion con regla 'y compas de figuras planas, en concreto poligonos regulares y trapecios, para
gue posteriormente mediante su manipulacién y combinacion llegar al concepto de mosaico y podamos
sacar algunas conclusiones en forma de propiedades.

Dividiremos a la clase en grupos de 4 y cada miembro de grupo construira los poligonos regulares

y los trapecios.
Recordemos que un poligono regular es aquel que tiene todos sus lados y todos sus angulos iguales.

Recordatorio de la construccion de figuras planas mediante regla y compas.

- Tridngulo equilatero (conocido el lado):

1. Trazamos un segmento AB con la medida deseada.

2. Con radio igual a la longitud de AB y con centro en A trazamos un
arco de circunferencia.

3. Conradio igual a la longitud de AB y con centro en B trazamos un
arco de circunferencia.

4. Al punto de interseccion de los dos arcos lo llamamos C.

5. Trazamos los segmentos AC y BC que constituiran los otros 2 lados
del triangulo rectangulo.




- Cuadrado (conocido el lado):

1. Trazamos un segmento AB con la medida deseada.

2. Con radio igual a la longitud de AB y con centro en A trazamos una circunferencia.

3. Levantamos una perpendicular a AB por A. Al punto de interseccion de esta recta con la
circunferencia lo Ilamaremos D.

4. Levantamos otra perpendicular a AB por B.

5. Trazamos la paralela a AB pasando por D. A la interseccion con la perpendicular de (4.) la
Ilamaremos C.




- Pentagono (conocido el lado):

1. Trazamos un segmento AB con la medida deseada.

2. Trazamos una recta perpendicular a AB pasando por B. Con centro en B y radio AB se traza una circunferencia (c1).
Su interseccidén con la perpendicular trazada la llamamos M.

3. Trazamos la mediatriz del segmento AB. Al punto medio le llamamos O. Con centro en O y radio OM se traza
circunferencia (c2), obteniéndose S como el corte de (c2) con la prolongacion del segmento AB.

4. Trazamos la circunferencia (c3) de centro Ay radio AS, obteniéndose C

como corte con la circunferencia (cl), esta circunferencia corta en D a la mediatriz de AB.

5. Podemos obtener E como simétrico de C respecto a la mediatriz de A.

6. Unimos los puntos A, B, C,D, Ey obtenef;mos el pentagono regular.




- Hexagono (conocido el lado):

1. Trazamos un segmento AB con la medida deseada.

2. Construimos el triangulo equilatero ABO de lado AB.

3. Con centro en O y radio OA trazamos una circunferencia (cl), que pasara por Ay B.

4.Y para terminar, con centro en Ay radio OA, trazamos una circunferencia que cortaraaclen C
(ademaés de en B). Repitiendo esto en los puntos que determinamos, obtenemos los puntos restantes
(D,EyF).




Metodologia:

« Clases distendidas y con caracter relajado.

» Alumnos distribuidos en parejas tanto en clase como en el aula de
informatica.

« Seis horas en seis sesiones y la opcion de una excursion.
12 sesion:

* Breve repaso de figuras planas y movimientos en el plano.

« Ejemplos préacticos de mosaicos. Definicidn intuitiva.

« Construccion de mosaicos elementales con las figuras
preconstruidas.

 Realizacion de la ficha 1.




Metodologia:

22 sesion:
- Breve repaso de la sesion anterior.
» Definicion de mosaico.
 Mosaicos regulares.
» Construccion de los mosaicos con movimientos planos.

« Utilizar las cartulinas para generar mosaicos mediante
movimientos planos.




Metodologia:

32 sesion:
* Breve repaso de la sesion anterior.

» Mosaicos:
- Semirregulares.

« Fijacion de los conocimientos mediante el trabajo con cartulinas. ‘_,4

* Ficha 2.




Metodologia:

42 sesion:
* Breve repaso de la sesidn anterior. Solucion de la ficha 2.

» Mosaicos:
-Cuasirregulares. Caracteristicas.

» Realizacioén de la ficha 3 en clase.




Metodologia:

52 sesioN: Primera clase en el aula de informética.
* Breve repaso de la sesion anterior.
* Nociones basicas de Cabri.
* Representacion de mosaicos regulares.
(Le damos a cada alumno unas hojas con la construccion de los

mosaicos regulares para trabajarlas en el aula, se le hacen dos de
ellas y se les deja practicar con las otras)




Metodologia:

62 sesion: Segunda clase en el aula de informatica.

» Mosaicos:
Pararregulares.

« Mosaicos realizados por Escher.

* Visita de la pagina web
(http://descartes.cnice.mecd.es/taller _de_matematicas/grabados_de_escher/indice.htm)




Metodologia:

12 sesion:
* Breve repaso de figuras planas y movimientos en el plano.
 Ejemplos préacticos de mosaicos. Definicién intuitiva.

« Construccion de mosaicos elementales con las figuras
preconstruidas.

 Realizacion de la ficha 1.




Formulariamos una serie de preguntas a lo largo de la clase:

* ;Qué es esto que aparece en la foto?
« ;Habéis visto esto antes? ;Donde? ¢ A que juego se parece?
* ;Qué os llama la atencion de la foto?

« ;COmMO pensais que se crean los mosaicos?




Metodologia:

12 sesion:
* Breve repaso de figuras planas y movimientos en el plano.
 Ejemplos préacticos de mosaicos. Definicién intuitiva.

« Construccion de mosaicos elementales con las figuras
preconstruidas.

 Realizacion de la ficha 1.




Formulariamos una serie de preguntas a lo largo de la clase:

« ;Con que figuras de las que teneis podeis hacer un mosaico? Intentadlo.
« . Es posible con todas las figuras que tenéis? ;Con cuales?

« En el caso que no se pueda, ¢por qué creéis que es?




Metodologia:

12 sesion:
* Breve repaso de figuras planas y movimientos en el plano.
 Ejemplos préacticos de mosaicos. Definicién intuitiva.

« Construccion de mosaicos elementales con las figuras
preconstruidas.

 Realizacion de la ficha 1.




FICHA1:

Completa en tu cuaderno, los siguientes mosaicos:

a) b)




Metodologia:

22 sesion:
- Breve repaso de la sesion anterior.
» Definicion de mosaico.
 Mosaicos regulares.
» Construccion de los mosaicos con movimientos planos.

« Utilizar las cartulinas para generar mosaicos mediante
movimientos planos.




¢, Qué es un mosaico?

Se llama mosaico o teselado a todo recubrimiento del plano mediante
piezas llamadas teselas.

Cumpliéndose dos condiciones:

No pueden superponerse.

No pueden dejar huecos sin recubrir.




MotivoO MINIMO: Es una figura plana “minima”, compuesta de una o
varias piezas o teselas iguales o diferentes, capaz de generar el mosaico
mediante traslaciones repetidas segin dos vectores de diferente direccion y

sus multiplos enteros.




Metodologia:

22 sesion:
- Breve repaso de la sesion anterior.
» Definicion de mosaico.
 Mosaicos regulares.
» Construccion de los mosaicos con movimientos planos.

« Utilizar las cartulinas para generar mosaicos mediante
movimientos planos.




MOSAICOS REGULARES

Un mosaico se llama regular si todas las teselas son iguales a un
mismo poligono regular y tienen todos sus vértices en contacto con
vértices de otras teselas. Esta condicion de los vértices es equivalente a
exigir que en las uniones de las teselas los lados coincidan unos con otros
de forma completa, y para expresarla simplificadamente se habla de
uniones “vértices a vértices” 0 “lado a lado”.




¢ Cuantas figuras rodean a un vértice?

Triangulos equilateros:

<\
Angulo interior = 60° 4

360°/60°=6
Se podra teselar el plano concurriendo 6 tridngulos en cada vértice.

Cuadrados:

Angulo interior = 90°
360°/90°=4

AN

N

Se podra teselar el plano concurriendo 4 cuadrados en cada vértice.

Pentagonos:
Angulo interior = 108°
360°/108° = 3y resto 36°
No se puede teselar el plano con pentagonos regulares

Hexagonos:

Angulo interior = 120°

) 360°/120°=3
Se podré teselar el plano concurriendo
3 hexagonos en cada vértice.




Por tanto, suponiendo que alfa es el angulo interior, la manera de saber el numero de figuras
que rodean un vértice es: m = 360%a.

Y en consecuencia el angulo interior es: o = 360%m
¢ Cuanto mide un angulo interior?
« Dos tipos de angulos: los interiores y los exteriores.

« Un poligono de n lados se puede descomponer en n-2 tridngulos.
La suma de los angulos interiores sera: 180°-(n-2).

« Si el poligono es regular, con n lados, el valor de uno de los angulos
interiores es:

180°:-(n-2)

n




Metodologia:

22 sesion:
- Breve repaso de la sesion anterior.
» Definicion de mosaico.
 Mosaicos regulares.
» Construccion de los mosaicos con movimientos planos.

« Utilizar las cartulinas para generar mosaicos mediante
movimientos planos.




Metodologia:

32 sesion:
* Breve repaso de la sesion anterior.

» Mosaicos:
- Semirregulares.

« Fijacion de los conocimientos mediante el trabajo con cartulinas. ‘_,4

* Ficha 2.




MOSAICOS SEMIRREGULARES

Un mosaico se llama semirreqular si esta formado por dos o mas tipos de
poligonos regulares todos unidos vertice a vertice, y en todos sus vértices tiene la
misma disposicién de poligonos (los mismos poligonos y en el mismo orden).

Vértices 3:3-3:3-6 Vértices 3-3-3:3:6

Vertices 3-3-3-4-4

Observa que para el tipo de vértice 3-3-3-3-6 son
posibles dos mosaicos que no se pueden suponer.
Cada uno es imagen especular del otro.




Vértices 4+6+12

Vértices 4-8'8

Vértices 3-12-12




- Otros Mosaicos Con Poligonos Regulares.

3-3-33-3:3 - 3-3-4-34

34-3-12 31212

3446 = 3-4-64

"

333333 - 33336 - 3366 - 3636 333333 - 33344 = 33434 - d4dd | 33434 = 3464 - 33412 - 4612 -31212

B

33344 - 33434 - 3464

3-3:3:3-3:3 - 33344 - 334112

Si no exigimos la misma
disposicion de poligonos en todos
los vértices, existen infinitos
mosaicos con dos, tres 0 mas tipos
de vértices.




FICHA 2:

Utilizando poligonos regulares : triangulos, cuadrados, pentdgonos y/o hexagonos, de
forma que todos sus lados tengan la misma longitud:

1) Realiza todos los mosaicos semirregulares que se te ocurran usando
dos figuras de las anteriores.

2) ¢y usando tres figuras?

3) Comprueba los resultados obtenidos con las cartulinas.

AYUDA: Ten en cuenta la definicion de mosaico y de angulo interior.




Metodologia:

42 sesion:
* Breve repaso de la sesidn anterior. Solucion de la ficha 2.

» Mosaicos:
-Cuasirregulares. Caracteristicas.

» Realizacioén de la ficha 3 en clase.




Solucidn de la ficha 2;

Viértices

Vértices 33344 Veértices 33434 Vértices 36:36

Vértices 3-3-4-3-4

1 2

Viértices 3464 Vértices 3333 Vertices 33336

wR

Vértices 488 Vértices 4612 Vértices 31212

Los 8 semirregulares.

Vértices 3-6:3-6

Vértices 34-64




Metodologia:

42 sesion:
* Breve repaso de la sesidn anterior. Solucion de la ficha 2.

» Mosaicos:
-Cuasirregulares. Caracteristicas.

» Realizacioén de la ficha 3 en clase.




Si unimos los centros de los poligonos de cada uno de los mosaicos al
poligono resultante le llamaremos poligono en los centros.

Analogamente se puede definir poligono en los puntos medios
como el poligono que resulta de unir los puntos medios de los

lados de los poligonos. /\/\/\

A AVAN
Naav




Diremos que un mosaico plano es cuasirregular si esta hecho con
baldosas iguales y los poligonos en los puntos medios o0 en los centros son
poligonos regulares.

JAVAVAN
VAVAY

AN
~N

] Poligono en los
Poligono en los centros puntos medios




FICHA3: padoel siguiente mosaico:
« Halla su elemento minimal.
* ¢ Es este mosaico cuasirregular?

Y estos otros, ¢son mosaicos cuasirregulares?
¢Por qué lo crees?

vy /< S S S
SO S S
£ F

b) C)

H




Metodologia:

42 sesion:
* Breve repaso de la sesidn anterior. Solucion de la ficha 2.

» Mosaicos:
-Cuasirregulares. Caracteristicas.

» Realizacioén de la ficha 3 en clase.




FICHA3:  solucion:




FICHA3:  solucion:




Metodologia:

52 sesioN: Primera clase en el aula de informética.
* Breve repaso de las sesiones anteriores.
* Nociones basicas de Cabri.
* Representacion de mosaicos regulares.
(Le damos a cada alumno unas hojas con la construccion de los

mosaicos regulares para trabajarlas en el aula, se le hacen dos de
ellas y se les deja practicar con las otras)




Construccion con regla 'y compas de figuras planas, en concreto poligonos regulares y trapecios, para
gue posteriormente mediante su manipulacién y combinacion llegar al concepto de mosaico y podamos
sacar algunas conclusiones en forma de propiedades.

Dividiremos a la clase en grupos de 4 y cada miembro de grupo construira los poligonos regulares

y los trapecios.
Recordemos que un poligono regular es aquel que tiene todos sus lados y todos sus angulos iguales.

Recordatorio de la construccion de figuras planas mediante regla y compas.

- Tridngulo equilatero (conocido el lado):

1. Trazamos un segmento AB con la medida deseada.

2. Con radio igual a la longitud de AB y con centro en A trazamos un
arco de circunferencia.

3. Conradio igual a la longitud de AB y con centro en B trazamos un
arco de circunferencia.

4. Al punto de interseccion de los dos arcos lo llamamos C.

5. Trazamos los segmentos AC y BC que constituiran los otros 2 lados
del triangulo rectangulo.




- Cuadrado (conocido el lado):

1. Trazamos un segmento AB con la medida deseada.

2. Con radio igual a la longitud de AB y con centro en A trazamos una circunferencia.

3. Levantamos una perpendicular a AB por A. Al punto de interseccion de esta recta con la
circunferencia lo Ilamaremos D.

4. Levantamos otra perpendicular a AB por B.

5. Trazamos la paralela a AB pasando por D. A la interseccion con la perpendicular de (4.) la
Ilamaremos C.




- Pentagono (conocido el lado):

1. Trazamos un segmento AB con la medida deseada.

2. Trazamos una recta perpendicular a AB pasando por B. Con centro en B y radio AB se traza una circunferencia (c1).
Su interseccidén con la perpendicular trazada la llamamos M.

3. Trazamos la mediatriz del segmento AB. Al punto medio le llamamos O. Con centro en O y radio OM se traza
circunferencia (c2), obteniéndose S como el corte de (c2) con la prolongacion del segmento AB.

4. Trazamos la circunferencia (c3) de centro Ay radio AS, obteniéndose C

como corte con la circunferencia (cl), esta circunferencia corta en D a la mediatriz de AB.

5. Podemos obtener E como simétrico de C respecto a la mediatriz de A.

6. Unimos los puntos A, B, C,D, Ey obtenef;mos el pentagono regular.




- Hexagono (conocido el lado):

1. Trazamos un segmento AB con la medida deseada.

2. Construimos el triangulo equilatero ABO de lado AB.

3. Con centro en O y radio OA trazamos una circunferencia (cl), que pasara por Ay B.

4.Y para terminar, con centro en Ay radio OA, trazamos una circunferencia que cortaraaclen C
(ademaés de en B). Repitiendo esto en los puntos que determinamos, obtenemos los puntos restantes
(D,EyF).




Metodologia:

62 sesion: Segunda clase en el aula de informatica.

» Mosaicos:
Pararregulares.

« Mosaicos realizados por Escher.

* Visita de la pagina web
(http://descartes.cnice.mecd.es/taller _de_matematicas/grabados_de_escher/indice.htm)




Mosaicos pararregulares: Son aquellos que estan generados por poligonos
no regulares.




Metodologia:

62 sesion: Segunda clase en el aula de informatica.

» Mosaicos:
Pararregulares.

« Mosaicos realizados por Escher.

* Visita de la pagina web
(http://descartes.cnice.mecd.es/taller _de_matematicas/grabados_de_escher/indice.htm)




El holandés Mauritis Cornelis Escher (1898-1972) es, quizas, el artista mas
estimado por los matematicos. Sin duda es el artista contemporaneo de mas
éxito en el llamado "arte matematico”. Dedicd una buena parte de su carrera
a disefiar grabados que contenian recubrimientos con piezas en forma de
criaturas vivientes. Estos grabados, que entrelazan animales y personas, han
inspirado asombro en todo el mundo.

Su obra se encuentra en mosaicos que decoran edificios y en grabados,
litografias y acuarelas cuyas imagenes se pueden encontrar en Internet. La
direccion oficial es http://www.mcescher.com cuyo contenido esta en inglés.
Una direccion alternativa es: http://www.uv.es/~buso/escher/escher.html

En su obra hay un profundo conocimiento geométrico. Sin embargo, los
contenidos matematicos se encuentran mucho méas cerca de ti de lo que
imaginas. Basta mirar a tu alrededor (quizas con una percepcion diferente a la
habitual) para encontrar y reconocer las matematicas que estudias y trabajas
en el instituto. Esta unidad pretende ayudarte a mirar con 0jos matematicos.

Video en la red: “M.C. ESCHER - El arte de lo imposible”
http://www.youtube.com/watch?v=VcLf71KI9p4
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Dia y noche (1938)

Ejemplo de las teselaciones tan queridas por el autor.
En la parte central superior el plano se divide en losetas blancas y negras con forma de dnade,

petfectamente encajadas.
Se ilustra asi el paradigma de la complementariedad: no existe blanco sin negro, ni dia sin noche, aunque

todo puede confundirse en tonos de gris.



http://personal.telefonica.terra.es/web/jack/escher/tesela.htm

Curiosa teselacion de simetria triple con losetas idénticas en forma de reptil.
R@P tiles (1 943 ) Agqui se ilustra también el concepto de las dimensiones espaciales: los lagartos

adquieren volumen y emergen del papel bidimensional. Tras un corto paseo por
el espacio tridimensional,
ilustrado por un dodecaedro,
vuelven a sumergirse en

el grabado.



http://personal.telefonica.terra.es/web/jack/escher/tesela.htm

Evaluacion

« Calificacion de las tres fichas, valorandolas sobre diez.

« Seguimiento del alumno mediante las notas de clase (hoja de seguimiento).

« Evaluacién global del alumno (75% de la nota final las fichas,
y el 25% las notas de clase).




HOJA DE SEGUIMIENTO:

Apellidos:
Nombre:

Siempre

Muchas
veces

Algunas
veces

Nunca

1- Reconoce en las figuras
geomeétricas

] elementos

] caracteristicas

2- Aplica las propiedades de las
figuras geométricas en la
elaboracion de disefios

3- Reconoce los movimientos como
funciones puntuales

4- Maneja con precision los
componentes del hardware
necesarios para los disefios

5- Elabora disefios a partir de
figuras regulares

6- Reconoce la figura inicial o
patrén en
un teselado




7- Interpreta teselados de distintas
caracteristicas

8- Comunica razonadamente los
resultados obtenidos en la resolucion de
un problema

9- Manifiesta interés por el trabajo en
clase

10- Sabe resolver problemas
1 en forma autonoma
Jtrabajando en equipo

11- Presenta sus trabajos
] ordenados
) al dia
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